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　 ま た、 あ る 種 の 条 件 を 課 し たgauge場
のsystemは、 無 限 次 元 の 古 典 力 学 的 な
phase spaceとみなすことができて、そこ





























　2. Symplectic manifoldとmoment mapの
定義
　3. 古典力学におけるmoment mapの簡単な例
　4. Symp l e c t i c  quo t i en tとMarsden -
Weinstein theorem










Y ∈ Tp Mに対して、ω（X, Y）=0を満たすよ




　 し た が っ て、symplectic manifoldと は、





















1. 任 意 のx ∈ M に 対 し てμ（g ・ x）= 
 が成り立つ。






で 定 義 さ れ る こ と か ら、 ωがsymplectic 








　まず、古典力学的にはphase space（qi, pi） 
がsymplectic manifoldになっていることが
重要で、それはωの存在が保証してくれる。
つまり、例えばωとしてdqi ∧ dpi が存在す
れば、ある物理量 f; gに対するHamiltonian 













　 と こ ろ で、 あ るmanifold上 の 座 標 をxμ
としたとき、その座標がある作用により
parameter t で変化する場合のtangent vector 
field Xは、
で定義される。特にそのmanifoldが（qi, pi）
















　 こ のhが 存 在 し て、 そ のtangent vector 





とによるtangent vector fieldがHamiltonian 
vector fieldとして表現できるということ





















　phase spaceは で、 そ の 座 標
は（qi , pi）、 またsymplectic 2-formはω= 




















































はmonopole chargeで あ る。（ 厳 密 に 言 う




























3. 3. 2. 角運動量保存























3. 3. 3. Moment MapとしてのMonopole場 
中の角運動量




fieldは、ω = dqi ∧ dpi のときのものと同じで
である。これを使って をつくると







































































● Mredには i*ω = π*ωredを満たすsymplectic 
2-form ωredが存在する。
　これがMarsden-Weinstein theoremであり、 
（Mred, ωred）は（M, ω）のG, μについてのsym- 
plectic quotient、もしくはMarsden-Weinstein- 














改めてG =U（1）= S1 で割ってその商空間を
作ると、よく知られているようにHopf map 







びsymplectic manifoldに な り 得 る。 実 際、










tangent vector field Xzは



















と表現することもできる。ここでもしz̄i zi = 










　Mにもどってz̄i zi = ζが定数であることから
である。次に、qa = z̄σazを成分で見ると











となる。これらをdq1 ∧ dq2 の式に代入すると
よって




以 上 よ り、moment map μ =
 ζ = const. のもとで、μの値に関わ






















4. 2. 1. M = からM red = への
reduction
　ここで、もうひとつ簡単な例を示して
お こ う。 今 度 はMの 座 標 をz = （z1, z2）T = 







となり、これによってtangent vector field Xzは



















とき、symplectic 2-formもdq ∧ dp = dxi ∧ dyi 
であることが、直ちに以下のように示される。
ただし、dxi ∧ dxi = dyi ∧ dyi = 0 である
ことを使った。さらに、ここでmoment map 




と な る こ と が 分 か る。 で あ っ
た こ と を 思 い 出 す と、 ま さ に こ の 式 は
dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2である。
　以上のことから、この場合もMarsden-




4. 2. 2. M = からM red = への
reduction






座標を（xi , yi）（i = 1, 2, 3, 4）とする。そ





G =SO（4）〜 SO（3）L×SO（3）R 回転群が





















である。そして、symplectic 2-formはμ = 0
のもとで dxi ∧ dyi = dqa ∧ dpaとなること
が確かめられる（Appendix B 参照）。
● μ−1（ζ）/G






















































4. 2. 3. 新たなSymplectic Quotientの例
　そこで、上述の予想の是非を問うために、
以下のようなケースを考えてみよう。














で あ る。 ま た、 こ の 作 用 をgenerateす る
moment map μは角運動量の第３成分になる
はずなので、勿論x1 y2 − x2 y1である。この
作用に対して不変な量は
とすることができる。実際、





て、qi , pi は不変量であり、すべてμとの
Poisson bracketは0となる。つまり、q2 は0、























（10）を運動量として見てしまうとdxi ∧ dyi 





dq ∧ dpと全く同じことになるので、dq1 ∧ 
dp1 = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2は明らかであ





（即ち、x3 y3 を で割ったもの）と定義し直
すと、
なのでdq2 ∧ dp2 = dx3 ∧ dy3が得られる。以上
のように、上手に定義すればsymplectic 2-form
は一致させることができて、symplectomorphic






















G = U（1）が作用している場合について考え 
てみる。3. 1でも議論したように、Mの座標 
に 対 し
てG が のように作用する場合、 
moment mapはμ = iz̄i ziであった。もしmoment 
mapを一定の値ζに固定するとμ−1（ζ）はS3の







（l, m, n : l2 + m2 + n2 ≦ ζを満たす任意の定
数）のようになり、l, m, nは３次元球の内側
の自由度がある。つまり、このl, m, nの自由








程式μ = ζにより全体としてはS3 の自由度な







4. 2. 5. Kepler問題のHamiltonianについて
　 と こ ろ で、M = か らMred = 
へ のreductionで は も う ひ と つ 興
味深い話題がある。それはKepler問題の
Hamiltonianについてである。前にも示し




























即ち、E < 0 であったとすると、これは４
次 元 的 なharmonic oscillatorのHamiltonian
になっていることが分かる。言い換えれば、
４ 次 元 のharmonic oscillatorのHamiltonian












































































































5. 2. 2. （3）L× （3）R 〜 （4）のgenerator
　もし質点が楕円軌道を描いているとする
と、即ち、Kepler問題における力学的エネ
ルギー EがE  < 0 を満たしているとすると、
RL vectorを適当にnormalizeすることによ
り、角運動量LiとRunge-Lenz vector Aiは
と い う 構 造 を 持 つ。 即 ち、RL vectorは
moment mapである角運動量とペアを組ん




で × 〜 の 代 数 を 満 た す
generatorになっていることが分かっている。















満たすようなtangent vector fields Xi が存在
するかどうかで決まる。一般的にXi は
という形で表され、symplectic 2-form ω = 






と表されるので、μi = Ai であるから




展させれば、上のAij , Bij が出てくるのだろう
か。つまりxμ = （qi , pi）に対してどのように
群が作用すれば上のようなAij , Bij が出てくる
のだろうかを考える必要がある。
　要するに、群の作用による時間発展を






























































































　ここではM = がMred = に
symplectic reductionされたのときのMredでの
運動量が、もとのMでの座標でどのように表









ここで、一般にA = a4 + iaiσi , B = b4 + ibiσi
とするとtr[A] = tr[A†]; tr[AB] = tr[B†A†] = 
tr[BA] であり、p  = –p† であることから
と書くことができる。これを見ると、
とすれば
と考えることができる。即ちdqa ∧ dpa = 





μ ≠ 0のときは、とりあえずAppendix Bで別
途考える。
Appendix	B
　M = のsymplectic 2-formと、その
symplectic quotientであるMred = の
symplectic 2-formが一致することを具体的な
計算で確かめてみる[15]。再び の座






























これによりμ = 0 のとき、まさに  = 
 であることが示される。
　また、（B3）をみるとμに比例しているお
釣りの項は、dxi ∧ dxj のような項の集まり
であることが分かるので、この時点でこれら







である。一方、dqa ∧ dpb の項をdxi で表す
と
となることが分かるので、この結果を用いて
q1dq2 ∧ dq3 + q2dq3 ∧ dq1 + q3dq1 ∧ dq2 の
中にあるdxi ∧ dxj 各項を整理してみると




　1. dx1 ∧ dx2 に比例する項
　2. dx1 ∧ dx3 に比例する項
　3. dx1 ∧ dx4 に比例する項
　4. dx2 ∧ dx3 に比例する項
　5. dx2 ∧ dx4 に比例する項













　 本 来 の 時 間 t で 表 現 さ れ たHamiltonian 
























である。したがって、H = 0 であればこの
actionの変分から、標準的なLagrange方程式
が得られることがわかる。一般的にこのま
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